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FR A NI I Z I A TANAS 
A KVANMIMMECHANI K A I IMPUL ZUS E L T O L Á S I SZÍMM1 :iU\AVAL TOHTfcNÜ 
BEVEZETÉSÉRŐL I I I » 
ABSTRACT; On i he Introduction of the Quantum Mechati i ca I 
Momentum w t t / i é fie Method of Moving Symmetry 111. 
In this paper we continue building up I he aystem of 
the a x i o m s , theoremst and definitions necessary to 
introduce the quantum mechanical momentum with the 
method of moving symmetry. An some theorems given in 
this paper are uell-hnoun from the literature their 
verifications are omitted and the reader in referred 
to the corresponding literature. 
fc'e investigate the conditions of being 
time-independent for the average values of 
quantum-mechanical quantities represent ated by 
time-independent operators, and the relationships 
betueen the above-mentioned conditions. 
Ez a d o l g o z a t . B gy f ,ami J máiiy h a r m a d i k t P R 7 P , m p l y n e k 
c é l j a egy l e h e t s é g e s módszert a d n i a k v a n t u m m e c h a n i k a i 
i m p u l z u s n a k a c í m b e n J e l z e t t ti t o n t ö r t é n ő b e v e z e t é s é i - e a z 
e g y e t e m i o k t a t á s s z e m i n á r i u m a i s z á m á r a . 
A t a n u l m á n y e l ő z c í k é t r é s z é b e n a k v a n t u m m e c h a n i k a i 
i m p u l z u s e l t o l á s i s z i m m e t r i á v a l t ö r t é n ő b e v e z e t é s é h e z 
s z ü k s é g e s d e f i n í c i ó — , axióma— é s t é t e l r e n d s z e r k ö z l é s é v e l 
f o g l a l k o z t u n k , i g y t ö b b e k k ö z ö t t b e v e z e t t ü k a K r o n e c k e r - , 
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i l l . D i r a c - t i p u s u o r t o n o r m á J t s á g J F P 1 t é t é 1 e k e t . k i e l é g í t ő 
á J l a p o t ! i i g g v é n y e k f r jp n 1 m n l , , a z p z p i i á I 5 a po f . f ü g g v p i i y e k l i e J y 
s z e r i n t i é s It lcíI>o 1 i v á . l t o z á n á f . I P ! t ó i d ő t ő l f ü g g ő 
S c h r ö d i n g e r — e g y e n l e t e t , m e l y e t m á s k é p p e t i á l l a p o t e g y e n l e t n e k 
i s h í v u n k . . f e l e t t d o l g o z a t b a n f o l y t a t j u k a k v a n t u m m e c h a n i k a 1 
i m p u l z u s e l t o l á s i s z i m m e t r i á v a l t ö r t é n ő b e v e z e t é s é h e z 
s z ü k s é g e s d e f i n í c i ó k , a x i ó m á k , t é t e l e k m e g a d á s á t . A n em 
b i z o n y í t o t t t é t e l e k n é l t o v á b b r a i s 1 1 l - r e h i v a t k o z u n k a 
b i z o n y í t á s t i l l e t ő e n . 
A 1 1 . r é s z b e n a 7 . t é t e l , a V i l i . a x i ó m a é s e g y ü t t e s 
k ö v e t k e z m é n y ü k a l a p j á n b e l á t t u k , h o g y O y = O y e s e t é t i O 
m é r é s i , e r e d m é n y k é n t v a l ó f e l l é p t é n e k v a l ó s z í n ű s é g e 1 , a 1 3 . 
t é t e l b e n p e d i g a z a d ó d o t t , h o g y O y - O y s z ü k s é g e s é s 
e l é g s é g e s f e l t é t e l e a n n a k , h o g y a z O o p e r á t o r r a l r e p r e z e n t á l t 
f i z i k a i m e n n y i s é g s z ó r á s a n u l l a l e g y e n , l ^ y n y i l v á n v a l ó , h o g y 
O y ** O y e s e t é n a k á r m i l y e n O^R - r e a f i z i k a i m e n n y i s é g 
m é r é s é h e z z é r u s t ó l k ü l ö n b ö z ő s z ó r á s f o g t a r t o z n i , a z a z a 
r e t i d s z e r á l l a p o t f ü g g v é n y e , y e b b e n a z e s e t b e n n em h a t á r o z z a 
m eg e g y é r t e l m ű e n a z O o p e r á t o r r a l r e p r e z e n t á l t f i z i k a i 
m e n n y i s é g m é r é s é n e k e r e d m é n y é t . M i v e l a z á l l a p o t f ü g g v é n y a 
k v a n t u m m e c h a n i k a s z e r i n t . a r e n d s z e r r ő l m i n d e n I n f o r m á c i ó t 
m a g á b a n f o g l a l , e l ő z ő k i j e l e n t é s ü n k u g y i s f o g a l m a z h a t ó , h o g y 
O y & O y e s e t é n a r e n d s z e r á l l a p o t a n em h a t á r o z z a m e g 
e g y é r t e l m ű e n a z i l l e t ő f i z i k a i m e n n y i s é g m é r é s é n e k 
e r e d m é n y é t . U g y a n a k k o r a z e d d i g i e k a l a p j á n O y - O y e s e t é n a 
r e n d s z e r á l l a p o t a e g y é r t e l m ű e n m e g h a t á r o z z a a z O o p e r á t o r r a l 
r e p r e z e n t á l t f i z i k a i m e n n y i s é g m é r é s é t i e k e r e d m é n y é t . 
1 2 . d e f i n i c i ó : Az O o p e r á t o r r a l r e p r e z e n t á l t f i z i k á t 
m e n n y i s é g a k k o r , é s c s a k a k k o r l é t e z i k a r e n d s z e r v a l a m e l y y 
á l l a p o t á b a n , h a y e g y é r t e l m ű e n m e g h a t á r o z z a e m e n n y i s é g 
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m é r é s é n e k e r e d m é n y é t , a z a z ha f e n n i 1 Oy = Oy , O ^ R , a h o l O 
é p p e n a m é r é s p fe d i t tó i i y p . 
X I . a x i ó m a : L e g y e n O n g y f i z i k a i m e n n y i s é g o | i n r . í l , o ! a a 
i i e m - r p l a l i v i s z t l k u s , a s p i n t f i g y e l m e n kJ v i l i h a g y ó 
k v a n t u m m e c h a n i k á b a n . Ma a r e n d s z e r S c h r ö d 1 n g e í —f él e 
k o n f i g u r á c i ó s t é r b e l i á l l a p o t f ü g g v é n y e , y nem s a j á ( . f ü g g v é n y e 
O - n a k , a k k o r a z 0 á l t a l r e p r e z e n t á l t f i z i k a i m e n n y i s é g 
m é r é s e a r e n d s z e r b e n k é t f á z i s b ó l k e l i hogy á l l j o n . Az e l s ő 
f á z i s b a n a r e n d s z e r b e n e g y o l y a n á l l a p o t v á l t o z á s t - k e l l 
e l ő i d é z n ü n k , m e l y n e k s o r á n a z á l l a p o t f ü g g v é n y á t m e g y a z 0 
o p e r á t o r v a l a m e l y i k s a j á t f ü g g v é n y é b e . Az Í g y k a p o t t 
á l l a p o t f ü g g v é n y a z e l ő b b i e k a l a p j á n m á r e g y é r t e l m ű e n 
m e g h a t á r o z z a a f i z i k a i m e n n y i s é g m é r é s é n e k e r e d í r ' -nyé t , me I y e t 
a m é r é s rnásoci i k f á z i s a s z o l g á l t a t . 
E z u t á n v i z s g a Í j u k meg k é t f i z i k a i m e n n y i s é g e g y i d e j ű 
l é t e z é s é n e k f e l t é t e l é t , a z t , h o g y m i l y e n k ö r ü l m é n y e k k ö z ö t t 
h a t á r o z z a meg a r e n d s z e r á l l a p o t f ü g g v é n y e e g y é r t e l m ű e n 
e g y i d e j ű m é r é s ü k e g y - e g y e r e d m é n y é t . Fia f e l t é t é i k é n t s z a b j u k , 
h o g y a k é t m é r é s e g y m á s t n e z a v a r j a , a k k o r n y l I v á n m o s t 
e g y s z e r r e k e l l f e n n á l l n i a m i n d a k é t m e n n y i s é g r e a n n a k a 
f e l t é t e l n e k , m e l y e t e g y e t l e n m e n n y i s é g l é t e z é s é h e z 
á l l a p í t o t t u n k meg: a z á 1 l a p o t f ü g g v é n y m i n d k é t f i z i k a i 
m e n n y i s é g o p e r á t o r á n a k s a j á t f ü g g v é n y e I c e l i h o g y l e g y e n . K ö z ö s 
s a j á t f ü g p v é n y e v i s z o n t c s a k e g y m á s s a l f e l c s e r é l h e t ő 
o p e r á t o r o k n a k l e h e t , i g y a z e g y ü t t l é t e z ő f i z i k a i 
m e n n y i s é g e k h e z t a r t o z ó o p e r á t o r o k n a k f e l c s e r é i b e t ő e k n e k k e l l 
l e n n i ü k . A f i z i k a i m e n n y i s é g e k h e z t a r t o z ó o p e r á t o r o k 
f e l c s e r é l h e t ő s é g e t e h á t s z ü k s é g e s f e l t é t e l e a z á l t a l u k 
r e p r e z e n t á l t , f i z i k a i m e n n y i s é g e k e g y i d e j ű l é t e z é s é n e k . H o s t 
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v i z s g á l j u k meg e f e l t é t e l e l p ^ R P B S P g e t , l e l t é v e , h o g y 
l o ^ a l á L i ! ) B R v i i t mpnii y i s é g 1 é t a le . IIa k é t ppyniá«5.«5a J 
l o l c B P i é l h e t ö l i n p á r l n n j i n r n l o f wn.|;í • é r t é k s p r - k l i urna 1 nem 
i ? l f ' a j u i t a k , a k k o r a k é t o p e r á t o r s a j á t f ü g g v é n y e i k ö z ö s e k . Í g y 
nem a l f a . j t i l t s p o k t r u i m i J l i i P Ó r l í ? , I i e i ml t i IdlfJ » i p n á t o i filc l< n f 
r e p r e z e n t á l t r i z l k a i m e n n y i s é g e k e g y ü t t 1 é t e z é s é n e k a z 
o p e r á t o r o k f e l c s e r é 1 h e t ő s é g e s z ü k s é g e s é s e l é g s é g e s 
f e l t é t e l e , ha l e g a l á b b a z e g y i k m e n n y i s é g l é t e z i k a z a d o t t 
k v a n t u m a 1 l a p o t b a n . 
Ha k é t f i z i k a i m e n n yi ség operál nia l k ü z i i i a k á r c s a k a z 
e g y i k s a j á t é r t é k s p e k t r u m a I s e l f a j u l t , a k k o r a k é t 
o p e r á t o r n a k l é t e z i k Ugyan k ö z ö s teljes 
s a j á t f ü g g v é n y - r e n d s z e r e , «le nem f e l t é t l e n ü l k ö z ö s m i h d e n 
e g y e s s a j á t f ü g g v é n y ü k . E m i a t t l o g i k a i l a g l e h e t s é g e s , h o g y 
e b b e n a z e s e t b e n k é t f i z i k a i m e n n y i s é g e g y i d e j ű l é t e z é s é n e k 
a z ő k e t r e p r e z e n t á l ó o p e r á t o r o k f e l c s e r é l h e t ő s é g e c s a k 
s z ü k s é g e s é s nem e l é g s é g e s f e l t é t e l e . U g y a n a k k o r nem z á r h a t ó 
k i a z e l é g s é g e s m i v o l t a sem a f e l c s e r é 1 lie? t ő s é g n e k . A k é r d é s 
e l d ö n t é s é r e a k é s ő b b i e k b e n még v i s s z a t é r ü n k . 
l - l . t é t e l : V a l a m e l y a z i d ő t ő l e x p l i c i t e f ü g g ő o p e r á t o r r a l 
i - e p r e z e n t á l t f i z i k a i m e n n y i s é g m é r é s e k o r k a p o t t , v á r h a t ó é r t é k 
i d ő s z e r i n t i t e l j e s d e r i v á l t j a : 
» 
J i ; (»/', " y ) = [v' , ^1; V ' j + ~ r r <-Mü-ÓlD y j , C3> 
a h o l y a r e n d s z e r m é r é s e l ő t t i á l l a p o t f ü g g v é n y e , O az I l l e t ő 
m e n n y i s é g o p e r á t o r a . II a r e n d s z e r Mami 1 t o t i - o p e r á t o r a . 
k ö v e t k e z r n é n y : Fia a z i l l e t ő f i z i k a i m e n n y i s é g o p e r á i d r a nem 
f ü g g e x p l i c i t e a z i d ő t ő l , a k k o r a z á l t a l a r e p r e z e n t á l t 
f i z i k a i m e n n y i s é g v á r h a t ó é r t é k é n e k i d ő s z e r i n t i t e l j e s 
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d e r i vá 1 t j a : 
g i ; [ v . Ó v j = j y , ( í lÓ-Ol l ) v j M ) 
I r t . 1 1J 1 1 8 - i l P . o l d a l . 
K ö v e t k e z m é n y : Ha e g y k v a n t u m m e c h a n i k a i r e n d s z e r b e n m é r h e t ő , 
a z i d ő t ő l e x p l i c i t e F ü g g e t l e n o p e r á t o r r a l r e p r e z e n t á l t 
f i z i k a i m e n n y i s é g o p e r á t o r a f e l c s e r é l h e t ő a r e n d s z e r 
H a m i 1 t o n - o p e r á t o r á v a J , a k k o r v á r h a t ó é r t é k é n e k i d ő s z e r i n t i 
d e r i v á l t j a n u l l a , í g y e v á r h a t ó é r t é k a z i d ő b e n á l l a n d ó . 
i 3 , d e f i n i c i ó : Ha e g y f i z i k a i m e n n y i s é g v á r h a t ó é r t é k e i d ő b e n 
á l l a n d ó , a k k o r a m e n n y i s é g e t m o z g á s á l l a n d ó n a k n e v e z z ü k . 
I S . t é t e l : Ha e g y k v a n tu m n i e c h a n i k a  r e n d s z e r 
H a m l 1 t o n - o p e r á t o r a nem f ü g g e x p l i c i t e a z i d ő i ü l , a k k o r a 
r e n d s z e r á l l a p o t e g y e n l e t é n e k V a n n a k 
• • • - P í r 1 ' V | 
a l a k ú m e g o l d á s a i , m e l y e k a k o n f i g u r á c i ó s t é t b e i 1 k o o r d i n á t a 
v á l t o z ó k n a k a z i t l ő v á 1 t o z ó t ó l v a l ó s z o i z a t a l a k u 
s z e p a r á c i ó j á v a i k a p h a t ó k , a h o l H f , = f1) • ^ 
H a m i 1 t o n - o p e r á t o r n a k d i s z k r é t s a j á t é r t é k s p e k t r u m e s e t é n 
m e g s z á m l á 1 h a t ó a n v é g t e l e n s o k , f o l y t o n o s s a j á t é i t é k s p e k t r u m 
e s e t é n p e d i g k o n t i n u u m s z á m o s s á g u a í i v é g t e l e n s o k 
s a j á t f ü g g v é n y e v a n . H i V e . l a z i d ő t . ő l í ü g g ö 
S c h r ö d i n g e i — e g y e n l e t ho m o gé n é s l i n e á r i s , d i s z k r é t nem 
e l f a j u l t s a j á t é r t é k s p e k l r u m e s e t é n 
cr> 
 • • • > ( - t t v - ] > 
 - i 
F o l y I o n o s nem e l f a j u l t s a j a t e r t é k s p e k t r u m e s e t é n 
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X « =„ * , . ( * , I > ' ( " T T n > 
v e g y e s t i p u s u nem e l f a j u l t s a j á i é r t - é k K p a k t r u m e s e t é n p e d i g 
m 
2 c k . . . , x n , y n , z n ) exp [ - 2 £ L l !k i .J + 
k = 1 
" f i 
+ I C I . > * n > > V Z n ) ^ [ " T T " " *-)<"» 
»et 
i s i t i p g o l d á s a a z i d ő t ő l e x p l i c i t e f ü g g e t l e n 
l l a m i 1 t o i i - o p e r á t o r u , i d ő t ő l f ü g g ő S c l i r ö d i n g e i — e g y e n l e t n e k , 
a h o l a , i l l . c | { m e n n y i s é g e k á l l a n d ó a k , é s a n o r m á l á s l 
f e l t é t e l k ö v e t k e z t é b e n k i k e l l b o g y e l é g í t s é k a s p e k t r u m 
d i s z k r é t , f o l y t o n o s , v a g y v e g y e s t í p u s á t ó l f ü g g ő e n a 
-
2 I 2 = 1 , J I c , , I 2 d! I - i , i l l . 5 l « f c | a + J I r : n I 7dl1~t 
" a ! , o 
C fí ) 
ö s s z e f ü g g é s e k e t . 
Az C 5 a ) , C 5 b ) , ( 5 c . ) e g y e n l e t e k n e k m e g f e l e l ő ö s s z e f ü g g é s e k 
e l f a j u l t s p e k t r u m u l la mi l t o n — o p e r á t o r e s e t é b e n a k ö v e t k e z ő k : 
f k ! í /1 
2 2 l c k r I * - J 2 l c m i <1,! = 1 > <5b>> 
k = t r = 1 I! r - i 
 =í r =1 Mo r ~i 
Ha e g y i d ő t ő l e x p l i c i t e f ü g g e t l e n H a m i l t o n - o p e r a t o r d i s z k r é t , 
nem e l f a j u l t s p e k t r u m u , a k k o r a <p f , y t , z f , . . . , 
e x p | H , t j f ü g g v é n y e k ö s s z e s s é g e , h a v e g y e s hem e l f a j u l t 
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s p e k t r u m a , a k k o r a 
f ü g g v é n y e k ö s s z e s s é g e t e l j e s f ü g g v é n y r e n d s z e r t . a l k o t . . A 
m e g f e l e l ő t e l j e s f ü g g v é n y r e n d s z e r e k e l e m e l © l f a j n . l t s p e k t r u m u 
H a m i l t o n - o p e r a t o r e s e t é n r e n d r e a k ö v e t k e z ő k . ' 1 = 1 . . . .
. . . , X r , y n , z J e x P ( - 2 j O . l i t ) H ^ I I S I I , , , r - l , 2 , . r H 
[ x ^ y ^ z ^ . . . , x r , y ^ , z r J e x p H t ) » a h o l 1 = 1 . 2 
r = l , . . f , .11 ^II^.H j ' l o (i 
E z é r t a z . i d ő t ő l f ü g g e t l e n Hanti 1 t o t i - o p e r á t o r h o z t a r t o z ó , a 
S c h r ö d i n g e r — f é l e k o n f i g u r á c i ó s t é r r e l a z o n o s k o n f i g u r á c i ó s 
f é r e n é r t e l m e z e t t á l l a p o t f ü g g v é n y e k r e n d r e a 
<-v> 
V - 5 c t ( x ^ y ^ s s j , . . . , x n , y n . z j e x p p j l i ^ f ) , 
l = i 
V' = f CM * * • ' "n^n^J f "X 5 í ( " " T r ! M ) d n 
II rx 
CD 
- 5 c t • • • . x n , y n , z n ] e x p l ^ f ) 4 V 
i = I 
"/3 
+ I c „ f n ( x 1 > y i > Z l , . . . , x n , y n > z j e x p ( - 2 g i H t j d H 
a l a k o k b a n Í r h a t ó k f e l a t t ó l f ü g g ő e n , h o g y a k i f e j t é s h e z 
h a s z n á l t t e l j e s f ü g g v é n y r e n d s z e r h e z t a r t o z ó , i d ő t ő l e x p l i c i t e 
f ü g g e t l e n H a m i l t o n - o p e r a t o r s a j á t é r t é k s p e k t r u m a d i s z k r é t , 
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Fo 1 y I o n o s vagy v e g y e s t i p u s u . A f e n t i k i f e j t é s e k nem e l f a j u l t 
B p o k t r i i m u l l a i n i l L o n - n p o r á t o r s n j . '»t f ü g g v é n y r n n i I s z e r é n r dc 
a l k a l m a z á s a o w o t n h o n i W v n i i y n n i i k . I ' l f a j u l t r s p o k t r u m u 
M am i i t o t i - o p e r á t o r s a j á t f ü g g v é n y r e n d s z e r é n e k a 1 k a I m a z á s a 
e s e t é n a m e g t e l e l ő ö s s z e f ü g g é s e k d i s z k r é t , f o l y t o n o s i l l . 
v e g y e s s p e k t r u m e s e t é n r e n d r e : 
- f ' l 
V I c l r ^ l r ( x 1 > y i f Z l , . . . , X n , y n > Z n ) e x p [ - 2 g i ^ t j 
l ~ i r = 1 
v = f 2 c ( | r f ' | l r [ x ^ y ^ Z t , . . . , x n , y n , z t ] e x p H t ) 
II r a 
I f i 
cn J. 
V = 5 2 . . . . x ^ y n > z r i ] e.vp [ - ^ j í L n . t ) . 
t = 1 r ~ 1 
+ f 
II r - 1 
m e l y e k h e z a k ö v e t k e z ő t i o r m á l á s i t e l t é t e l e k t a r t o z n a k 
2 2 l c l r i 2 « i , 
t = i r - 1 
J 2 I c | l r . M " - » , 
m ^ r . m l 
2 2 I c l r | * + J 2 l c I I r l ' d i t = i . 
l = i r = i II r = I 
A t o v á b b i a k b a n m e g v i z s g á l j u k a k ö z ö l t m e g o l d á s o k f i z i k a i 
r e a l i t á s á n a k f e l t é t e l e i t , é s l é t e z é s ü k n é h á n y k ö v e t k e z m é n y é t . 
- 1) -
Először a n ( X * ' V f Z 1 > » Xn»yn»!Rn) e x p ("nr" "k1) a l a k u 
állapotfüggvényekkel f oplaIkozunk. A I > n f . i nlnku egyre 
normált megoldások a Krolieckei— t i ptlsu orfonormá 1 f ság i 
feltételeket elégítik let. Hint láttuk a 15. tételben nz 1 1 yen 
alaku megoldások létezésének szükséges és elégséges feltétele 
az, liogy a rendszer Hami 1 ton-operá tora explicite tie függjön 
az időtől. 
Ilyen alaku megoldásokra azt is láttuk, hogy !l y> - 0yi/'v • Ipy 
lia ÍÍ valamilyen fizikai mennyiség operátora lernte, akkor a 
szóbanforgó alaku állapotfüggvényekkel bitó rendszerekben 
létezne az általa reprezentált fizikai mennyiség. Ezekben a 
kvantumállapotokban bármely az időtől explicite nem függő 
operátorral reprezentált fizikai mennyiség várható értéke 
időben állandó 111, ezért az Ilyen kvantumállapotokat 
stacionárius állapotoknak hívjuk. Ilyen kvantumai lapotbat» még 
abban az esetben is állandó a válható ét-fék, ha 
OH^HO. Ez nem mond ellent az Időtől explicite független 
operátorral reprezentált fizikai mennyiségek várható 
értékének időben való változását megadó tételnek. E szerint: 
tlT7 ÍV, 0V0 = -jj— jv'> dlO-ÖÍDy'] « 
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= T T " | [ V ^ . < V H ' V I I > > ' \ ) | " 
- K h • < " • « ) - " " 
- ^ M n ) K - » J -
A « - M J k ü l ö n b s é g é r t é k e n u l l a . E z a z á l l í t á s a z o n a l a p u l , 
h o g y H h e r m i t i k u s o p e r á t o r , s m l l i t I l y e n v a l ó s 
s a j á t é r t é k e k k e l r e n d e l k e z i k c s a k . 
I d ő t ő l e x p l i c i t e f ü g g e t l e n o p e r á t o r r a l r e p r e z e n t á l t f i z i k a i 
m e n n y i s é g e s e t é n Ofl = JIO t e h á t nem s z ü k s é g e s c s a k e l é g s é g e s 
f e l t é t e l e a f i z i k a i m e n n y i s é g v á r h a t ó é r t . é k e i d ő b e l i 
á l l a n d ó s á g á n a k . F e l t e h e t ő a z a k é r d é s i s , ! i o g y a 
V = f k e x p II , t. ] á 1 l a p o t , f ü g g v é n y a l a k v a j o n c s u p á n 
e l é g s é g e s f e l t . é i e i e ~ e e g y i d ő t ő l exf» l l e i t e f ü g g e t l e n 
o p e r á t o r r a l r e p r e z e n t á l t f i z i k a i m e n n y i s é g várhat» '» é r t é k e 
i d ő b e l i á l l a n d ó s á g á n a k , v a g y e f e l t é t e l s z ü k s é g e s i s . A 
t o v á b b i a k b a n e z t v i z s g á l j u k meg, ÍíO - UH e s e t é b e n . 
X I I . a x i ó m a . L e g y e n H e g y i d ő t ő l e x p l i c i t e f ü g g e t l e n , a 
k v a n t u m m e c h a n i k a i r e n d s z e r k o n f i g u r á c i ó s t e r é b e n é r t e l m e z e t t 
á l l a p o t f ü g g v é n y e k r e h a t ó H a m i l t o n - o p e r a t o r . M l h t t u d j u k 
t e t s z ő l e g e s á l l a p o t f ü g g v é n y k i f e j t h e t ő e z e n o p e r á t o r 
s a j á t f ü g g v é n y e i s z e r i n t . Üa e z a H a m i l t o n - o p e r a t o r v e g y e s , 
nem e l f a j u l t s p e k t r u m u , a k k o r a k i f e j t é s a l a k j a , m i n t l á t t u k 
a z a l á b b i : 
an ff 
v - I cfc#>fc + x c i , f | t ( - n r « » - ] , i n 
" a 
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A v i z s g á l t - k v a n t u m m e c h a n i k a i r e n d s z e r a k k o r r e n d e l k e z i k a 
f e n t i á l l a p o t f ü g g v é n y - a l a k k a l C i l i . e n n e k s p e c i á l i s 
e s e t e i v e l , a d i s z k r é t , v a g y a f o l y t o n o s s p e k t r u m ú a l a k k a l ) , ha 
i d ő t ő l f ü g g e t l e n , nem e l f a j u l t s p e k t r u m u Hami l t . o n - o p e r á t o l a 
u p y a l a k u l t k i , h o g y a r e n d s z e r e l ő z ő l e g Idol .«" ! e x p l i c i t . e 
f ü g g ő H a m i l t o n — o p e r á t o r á n a k e x p l i c i t I d ő f ü g g é s é t 
m e g s z ü n t e t t ü k . A tf e H i l b e r t — t é r f e l t é t e l b ő l . l e v e z e t h e t ő 
»VJ 
I I J | c } t j 2 d H = i e g y e n l e t v a i ó s z i n ü s é g » j e l e n t é . s e 
k = i II ct 
p e d i g a z , h o g y a z e z z e l a z á l l a p o t f ü g g v é n n y e l b í r ó r e n d s z e r 
b i z t o s a n s p o n t á n á t m e g y v a l a m e l y i k f ^ e x p 11v t J v a g y 
f n e x p H t J á l l a p o t f ü g g v é n y ü á l l a p o t b a . M i v e l p e d i g a 
m e g f e l e l ő á t m e n e t i v a l ó s z í n ű s é g e k é r t é k e M l . | tr | acJII , 
u g y a n a k k o r a l e h e t s é g e s á t . m e n e t e k ö s s z e s s é g e e g y m á s t k i z á r ó 
e s e m é n y e k t e l j e s r e n d s z e r é t a l k o t j a , e z e n e s e m é n y e k 
ö s s z e g é n e k b e k ö v e t k e z é s i v a l ó s z í n ű s é g e 1 . N y i l v á n v a l ó , h o g y a 
d i s z k r é t s p e k t r u m u H a m i 1 t o n - o p e r á t o r r a 1 b í r ó r e n d s z e r 
e s e t é b e n a z e g y m á s t . k i z á r ó e s e m é n y e k ö s s z e g é t é r i n t ő 
m 
ö s s z e f ü g g é s 2 ! c k I ' ' = 1 a l a k ú , u g y a n e z a z ö s s z e f ü g g é s 
 - i 
f o l y t o n o s s p e k t r u m u I d ő t ő l f ü g g e t l e n H a m i 1 t o n - o p e r á t o r 
e s e t é b e n J | c ( | | 2 d l l ~ 1 a l a k ú . A X I 1 . a x i ó m á b a n e d d i g 
II a 
f e l i r t ö s s z e f ü g g é s e k a l a k j a e l f a j u l t s p e k t r u m p n c l p n r e n d r e a 
k ö v e t k e z ő : 
f»< _2»i || t "ff fn _2ni m 
V = 2 2 c k r n r e 4- f 5 c ( | r f W e » d l f , 
k = i r = i H r = I rt 
- H -
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- 613 -
- 613 -
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Mivel Oll = HO, és egyik operátor sajátéitékspekt i uma sem 
elfajult, a két lineáris hermit iktis operátor sajátfüggvényei 
közösek. Így Of^^O^^és t'^it" E^t valamint a 
sajátfüggvények Kroneckei— 111. Dlrac-Lipusti ortonormáltságát 
figyelembe véve ö-ra kapott előző végeiedményünk az alábbi 
alakot ölti: 
"o "fl 2nk ( H ~ H ' M 
J |ck |20k+0+0+ J J " 0 M . Ó ( H - H ) d l l d l l 
c< ti 
ugyan is 
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nulla, mert ezek olyan határozott Integrálok, melyek 
integrandusal nullák, ami a határozott Integrálokat mint 
ismeretes nullává teszi. Л szóbahforgó Integrandusok azétt 
tűnnek el, mert bennük r.-zorzót.ón ynzőkén t 
, -ö , ^ ^ J =0 alakú és Ilyen összefüggéseket 
kielégítő Integrálok szerepelnek. Ezen integrálok azért 
zérusok, mert és 111. f^ és у» egymásra ortogonálisak, 
lilszen I! különböző sajátértékelhez kell tartozniuk. Látható, 
hogy a végeredményül kapott 
kifejezés az időtől független. Ez az első tag esetéhen annak 
a következménye, hogy a c^ kifejtési együtthatók az Idötöl 
Függetlenek. Л második tag integrandusa explicite függ az 
időtől, ezért ezen tag Időtől való függetlenségét 
részJetesebben kell megvizsgálnunk. Ezen tag alakja a 
következő: 
- 613 -
Tekintsük most a szögletes zárójelen belüli Integrált. Az 
integrációs tartomány azon részén, ahol II ^ II» , az Integrál 
járuléka zérus a Dirac-féle deitaFüggvény azoti sajátossága 
miatt, hogy «5CII-IP , ha II " II» . Az integrál zérustól 
különböző járulékot csak a II II* pontban ad, ahol II-IP )-<«. 
Ebhen a pontban «SCII-IP) olyan erősen válik végtelenné, hogy a 
végtelen kicsi pozitív dll-val való szorzata végr>«? lesz. Mivel 
az integrációs tartomány II = IP pontjában exp J H - M * ) t j =1 , 
és minden pontjában véges c(| ns c5|. , az integrál fs véges 
lesz a Üirac—féle «5—függvény előbb említett- tulajdonságait ls 
figyelembe véve. Ugyanakkor a tekintett integrál az időtől 
független ls, mert ahol exp !f~IP ) 11 explicite függ az 
időtől, azaz a II M IP integrációs tartománybe 11 pont.okban az 
integrandus azonosan nulla, ahol pedig az Integrandus nem 
nulla, azaz a II « IP integrációs tartománybell pontban, ott 
egyenlő eggyel minden f-re, azaz 
végeredményben i 11 tegrandusunk emiatt független lesz az 
időtől. így az adódott, hogy az 
- 21 -
2{0. c i i - i i « > t 
J c f r n , e " Ö C I I - I I ' > r l l l 
k i fi? j e z é s v p ^ p s , é s f ü g g e t l e n a z I d ő t ő l . Az i d o t í ' í l o x ( > l i n l t o 
f ü g g e t l e n () o p e r á t o r r a l r e p r e z e n t á l t f i z i k a i m e n n y i s é g 
á t l a g á r a k a p o t t v é g e r e d m é n y ü n k m á s o d i k t a g j a e z e n I n t e g r á l I I ' 
s z e r i n t i i n t e g r á l j a a I n t e r v a l l u m o n . E m i a t t P I C I I t a g 
i s v é g e s , é s a z i d ő t ő l f ü g g e t l e n l e s z . M i v e l a s z ó b a n f o r g ó 
á t l a g é i - t é k r e k a p o t t v é g e r e d m é n y m i n d k é t t a g j a i d ő t ő l 
f ü g g e t l e n n e k b i z o n y u l t , m a g a a z á t l a g é r t é k I s f ü g g e t l e n l e s z 
a z i d ő t ő l . 
Ö s s z e g e z v e a z t k a p t u k t e h á t , b o g y h a e g y r e n d s z e r 
l l a ml 1 t o n — o p e r á t o r a r » , v p l l i . : í t r t f ü g g e t l e n a z I d ő t ő l , 
s a j á t é r t é k - s p e k t r u m a v e g y e s t i p u s u é s s a j á t é r t é k e i nem 
e l f a j u l t a k , t o v á b b á OH = HO , a k k o r e g y a z i d ő t ő l o x p l i c i t é 
f ü g g e t l e n nem e l f a j u l t s p e k t r u m ú l i n e á r i s , h e r m i f i k t l s 
o p e r á t o r r a l r e p r e z e n t á l t f i z i k a i m e n n y i s é g v á r h a t ó é r t é k e 
á l l a n d ó l e s z . A b i z o n y í t á s b a n a l a p v e t ő e n t á m a s z k o d t u n k a z 
OH — HO e g y e n l ő s é g b ő l f a k a d ó a z o n t é n y t - e , h o g y () é s H 
H t 
s a j á t f ü g g v é n y e i k ö z ö s e k . E b b ő l l á t s z i k , h o g y ' e 
e s e t é b e n OH = HO s z ü k s é g e s CT i d ő b e l i á 1 1 a t i d ó s á g á h o z , 
e l l e n t é t b e n a z z a l a m á r s z i n t é n r é s z l e t e s e n t á r g y a l t e s e t t e l , 
t 
a m i k o r tp " á l l t f e n n : e l e k o r 011 = 110 c s u p á n 
e l é g s é g e s , d e nem s z ü k s é g e s cT I d ő b e l i á l l a n d ó s á g á h o z . 
Ha O é s H s a j á t é r t é k - s p e k t r u m a 1 e l f a j u l t a k , a f e n t i e k b e n 
k ö z ö l t b i z o n y í t á s l é n y e g é b e n nem v á l t o z i k , met- O - n a k é s H - n a k 
l é t e z i k k ö z ö s t e l j e s s a j á t f ü g g v é n y t e n d s z e r e , m e l y e t f ia 
s z ü k s é g e s a S c h m l d t - f é l e o r t o g o n a l i z á c l ó s e l j á r á s s a l 
o r t o g o n á l i s s á Í R t e h e t ü n k . < I'e I mész e I .ps i MI I t t . ÍRJ f e l t e t t ü k , 
h o g y OH = I !0 . i Az á l l a p o t f ü g g v é n y t n i »lien a z e s e t . bot i e z e n 
t e l j e s o r t o g o n á I I s r e n d s z e r s z e r i n t k i f e j t v e , m a j d k é p e z v e n z 
ÍJ = ( y , O y ) k v a n t u m m e c h a n i k a i v á r h a t ó é r t é k e t . , a z e l ő z ő 
b i z o n y í t á s l é p é s e i n e k meg 1 s m é t . l é s é v e l a z t k a p j u k , h o g y tí most . 
i s i d ő b e n á l l a n d ó l e s z . E z t a z e r e d m é n y ü n k e t t o v á b b f e j l e s z t v e 
e g y f o n t o s t é t e l t v e z e t h e t ü n k l e . T e g y ü k t e l , h o g y a z I d ő t ő l 
f ü g g e t l e n Hatni l t o n — o p e r á t o r i ! r e n d s z e r é i l a p o t , f ü g g v é n y é t a z 
e l f a j u l t s p e k t r u m ú Marni I t o n - o p e r á t o r é s nem a f e n t i e k b e n 
e m l í t e t t k ö z ö s t e l j e s o r t o g o n á l i s r e n d s z e r s z e r i n t f e j t j ü k 
k i . (T —ra e k k o r i s a z t k e l l k a p j u k , h o g y i d ő b e n á l l a n d ó , h i s z e n 
ö v i s e l k e d é s e nem f ü g g h e t a t t ó l , h o g y a r e n d s z e r 
á l l a p o t f ü g g v é n y é t m i l y e n t e l j e s f ü g g v é n y r e n d s z e r s z e r i n t 
f e j t j ü k k i . M i n d a nem e l f a j u l t s p e k t r u m ú , m i n d p " d I g a z 
e l f a j u l t s p e k t r u m ú e s e t b e n v é g z e t t , b i z o n y í t á s o k e l v é g z é s e k o r 
l á t s z i k , h o g y t i i d ő b e l i á l l a n d ó s á g á h o z f e l t é t l e n ü l s z ü k s é g e s 
a z é s o r í t = o u r „ , a h o l > " / > , , = " „ * „ 
e g y e n l ő s é g e k f e n n á l l á s a , m e l y e k m i n d k é t e s e t b e n a u t o m a t i k u s a n 
t e l j e s ü l t e k . Ha a z á 1 1 p o t f ü g g v é n y t c s a k 51, v a g y c s a k O 
s a j á t f ü g g v é n y e i s z e r i n t f e j t j ü k k i , a k k o r a k á r m e l y i k o p e r á t o r 
s a j á t é r t é k - s p e k t r u m á n a k e l f a J i l l t s á g a e s e t é n a f e n t . l e k b e n 
s z ü k s é g e s n e k t a l á l t e g y e n l ő s é g e k nem t e l f é s ü l n e k 
a u t o m a t i k u s a n , u g y a n a k k o r nem z á r h a t ó k i a z s e m , h o g y 
t e l j e s ü l n e k . M i v e l 0 i d ő b e l i á l l a n d ó s á g a nem m ú l h a t a 
k i f e j t é s h e z f e l h a s z n á l t t e l j e s f ü g g v é l i y r e n d s z e r e n , é s a z 
e m l í t e t t , e g y e n l ő s é g e k s z ü k s é g e s e k H» I d ő b e l i á l l a n d ó s á g á h o z , 
e z e n e g y e n l ő s é g e k n e k t e l j e s ü l n i ü k k e l l , a m i b ő l p e d i g a z 
k ö v e t k e z i k , h o g y 0 é s II s a J á t f Ü g g v é n y e l még a b b a n a z e s e t b e n 
i s k ö z ö s e k , h a a k á r m e l y i k ü k , v a g y m i n d k e t t ő j ü k s p e k t r u m a 
e l f a j u l t . 
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